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Resumen

En este articulo se presenta una concisa revision de una de las herramientas mds utilizadas en el proce-
samiento de senales, el andlisis espectral de wavelet mediante la transformada continua de wavelet para
los casos uni- y bi-variados. FEsta herramienta es sumamente til para analizar cualquier tipo de datos
que no sean estacionarios, esto es, aquellos datos cuyas principales caractaristicas estadisticas (como la
media o la varianza) cambian con el tiempo. El rango de aplicaciones de esta metodologia es enorme,
abarcando desde las ciencias experimentales (como la fisica o la ingenieria) hasta las ciencias sociales
(como la economia o la arqueologia). Sin embargo, y a pesar de que los ejemplos presentados en este
articulo de revision estdan relacionados con las ciencias ambientales, todos los conceptos tedricos asi como
los aspectos computacionales para usar esta técnica avanzada de procesamiento de senal son aplicables
a cualquier drea de las ciencias e ingenierias. Adicionalmente, en este articulo de revision se presentan
varios programas computacionales libremente distribuidos (de tipo software libre o de fuentes abiertas)
que realizan andlisis espectral via la transformada continua de wavelet.

Palabras clave: wavelet, transformada continua de wavelet, espectro wavelet, correlacion cruzada de
wavelet, coherencia de wavelet.

Abstract

This article presents a short but concise review of one of the most used techniques in signal processing, the
wavelet spectral analysis (WSA) via the continuous wavelet transform (CWT) for the uni- and bi-variate
cases. This mathematical tool is very useful to analyse any kind of data that are not stationary, that is,
data that their main statistical properties (such as the mean or the variance) can change with time. The
range of applications of this methodology is enormous, ranging from experimental sciences (such as phy-
sics or engineering) to social sciences (such as economics or archaeology). However, and despite the fact
that the examples presented in this review article are related to environmental sciences, all the theoretical
concepts as well as the computational aspects to use this technique are applicable to any area of science or
engineering. Additionally, this review article presents some freely distributed computer programs (of the
free software or open source type) that perform spectral analysis via the continuous wavelet transform.
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1. Introduccion

El andlisis espectral via la transformada continua de wavelet (CWT, Continuous Wavelet Trans-
form) es una herramienta poderosa para enfrentar el problema de la no estacionariedad o la
presencia de eventos transitorios en una serie temporal. Esta técnica realiza una descomposicién
espectral localizada de la serie a estudio determinando los modos dominantes de variabilidad
y cémo varfan éstos en tiempo y escala (periodo) [Grossmann and Morlet, 1984, Torrence and
Compo, 1998]. El andlisis espectral via la CWT incluye la estimacién del poder espectral (anéli-
sis uni-variante), andlisis espectral cruzado, la coherencia y la fase de la coherencia (anélisis
bi-variante y més recientemente andlisis multi-variante) [Torrence and Webster, 1999, Grinsted
et al., 2004,Maraun and Kurths, 2004,Cazelles et al., 2008, Mihanovic et al., 2009,Ng and Chan,
2012, Aguiar-Conraria and Soares, 2014,Soon et al., 2014, Hu and Si, 2016, Velasco-Herrera et
al., 2017, Chavez and Cazelles, 2019, Oygur and Unal, 2020]. Las primeras aplicaciones de esta
metodologia fueron realizadas a series temporales geofisicas y ambientales (climéticas, hidro-
meteorolégicas, etc.) y se remontan a principios de los noventa [Farge, 1992, Meyers et al.,
1993, Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994, Lau and Weng, 1995]. Sin embargo, no fue hasta
la publicacién del seminal trabajo de Torrence y Compo [Torrence and Compo, 1998] que esta
herramienta llegd a ser popular. Quiza, en parte por el enfoque didactico de esta publicacién, pe-
ro también porque hicieron publica en internet (https://paos.colorado.edu/research/wavelets/)
una herramienta computacional (en varios lenguajes computacionales, entre ellos Fortran, IDL,
Matlab y Python) para realizar andlisis espectral via la CWT utilizando diferentes funciones
wavelet (Morlet, Paul y DOG).

Con lo que respecta a las aplicaciones del andlisis espectral via la CWT a series ambientales y
su relacién con variables ecolégicas (en particular, series que representan poblaciones de espe-
cies marinas), son menos frecuentes y mas recientes. Uno de los primeros trabajos fue realizado
por [Machu et al., 1999], quienes estudiaron la distribucién del fitoplancton. Posteriormente,
[Ménard et al., 2007] estudiaron la relacién entre la variabilidad climética y la poblacién del
atin en el Océano Indico. [Rouyer et al., 2008b] estudiaron ampliamente diferentes modelos de
ruido de fondo y los aplicaron a series de capturas de atin rojo. Un poco més tarde [Hsieh et
al., 2009] estudiaron la relacién de abundancia de la anchoa (en estado larval) y las variables
ambientales en la costa Sudoeste de Taiwan. M4s recientemente, [Polanco et al., 2011] analizaron
la relacién entre capturas por unidad de esfuerzo (CPUE) de pulpo comun de las Islas Canarias
y las temperaturas superficiales del océano (SST) y el indice de la Oscilacién del Norte (NAO)
mediante el anélisis de la coherencia normalizada de wavelet y utilizaron la técnica desarrollada
por [Maraun and Kurths, 2004]. Este es uno de los primeros trabajos donde se encontré una
correlacién mucha més marcada entre un indice climatico (la NOA, la cual es una variable que
afecta de manera indirecta a las especies marinas) y las capturas (CPUE) de una especie marina
que con una variable climatica observacional, como las SST (la cual es una de las principales
variables que actian y que afectan de manera directa a las especias marinas). Todo esto fue
gracias al uso de la técnica de la coherencia de wavelet [Polanco et al., 2011,Polanco-Martinez,
2012]. Mucho mads recientemente una gran cantidad de articulos han sido publicados donde se
aplica el andlisis espectral de wavelet (uni-, bi-variado y multi-variado) a series ambientales (e.g.,
[Cazelles et al., 2014, Rhif et al., 2019]). El objetivo de este trabajo es presentar una concisa
revisién del andlisis espectral (uni- y bi-variado) via la transformada continua de wavelet desde
un punto de vista metodoldgico (estadistico/matemdtico y computacional), asi como aplicacio-
nes a series temporales ambientales. Para ello, se utilizan las principales fuentes primarias y las
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mas relevantes sobre esta metodologia e.g., [Meyers et al., 1993,Lau andWeng, 1995, Kumar and
Foutoula-Georgiou, 1997, Torrence and Compo, 1998, Torrence and Webster, 1999, Maraun and
Kurths, 2004, Grinsted et al., 2004, Maraun et al., 2007, Cazelles et al., 2008,Polanco et al.,
2011, Polanco-Martinez, 2012, Cazelles et al., 2014, Chavez and Cazelles, 2019]. Este trabajo
se organiza de la siguiente manera. La seccion 2 presenta la definicién formal de wavelet y las
principales funciones wavelet utilizadas. La secccién 3 proporciona la definicién de la transfor-
mada continua de wavelet asi como sus principales caracteristicas. La seccién 4 proporciona los
elementos necesarios para la estimacién del espectro para los casos uni- y bi-variado. La seccion
5 presenta las diferentes pruebas de significacién estadistica del espectro para ambos casos: uni-
y bi-variado. La seccién 6 proporciona algunos ejemplos con series temporales reales. La seccion
7 presenta algunos paquetes computacionales para estimar el espectro wavelet y se ejemplifican
su uso. Finalmente, la seccién 8 proporciona las principales perspectivas a futuro de esta técnica.

2. Definicién formal de wavelet

Los wavelets son un tipo de funciones reales o complejas ¥(t) que, al igual que las funciones seno
o coseno, pueden utilizarse como una base en un espacio de funciones. Tienen forma de pequenas
ondas que oscilan alrededor de cero, estan definidas sobre el eje real (—oo,00) y satisfacen las
siguientes condiciones [Percival and Walden, 2006]

| wwar=o (1)

—00

| vrwa=1 (2)

La primera condicion, conocida como de admisibilidad, implica que la funcién wavelet tenga
media cero. La segunda condicién asegura una localizacién suficiente en el dominio del tiempo
y de la escala [Farge, 1992, Torrence and Compo, 1998]. Con respecto a la condicién de admisi-
bilidad, la transformada de Fourier ¥(f) de una funcién wavelet v (¢) también debe satisfacer
[Farge, 1992,Percival and Walden, 2006] la siguiente condicién

0</OOO\P(J{)|2df<oo (3)

Existen diferentes tipos de funciones wavelet, e.g., ortogonales, no ortogonales, continuas, dis-
cretas, reales, complejas, etc. Las pautas de qué tipo de funcién wavelet se utilizard en cada
andlisis, dependera del tipo de proceso o fenémeno a estudio. Por ejemplo, en ciencias ambien-
tales y geociencias es muy comun el uso de funciones wavelet continuas de tipo complejo, en
especial el wavelet de Morlet [Cazelles et al., 2008, Kumar and Foutoula-Georgiou, 1997, Torrence
and Compo, 1998]. La razén de esto es que en el anélisis de este tipo de senales (o series tempo-
rales, dependiendo del contexto) es necesario extraer informacién de la amplitud y de la fase del
proceso a estudio, de manera particular para el caso bi-variado [Kumar and Foutoula-Georgiou,
1997, Cazelles et al., 2008].

2.1 La funciéon wavelet de Morlet

El wavelet de Morlet (Figura 1) es esencialmente una funcién exponencial compleja, cuya am-
plitud estd modulada por una funcién proporcional a la funcién de densidad de probabilidad de
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una distribucién Gaussiana estandar [Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994, Percival and Walden,
2006], esto es

Y(t) = Cemieol (/2 — \/2e75/4e ) (4)

donde el valor de la constante C' es seleccionado de tal modo que 4 pueda satisfacer la condicién
de admisibilidad 2 para un determinado valor de wy [Percival and Walden, 2006]. Esto sucede
cuando wy > 5y, si se cumple la igualdad, entonces C' = 0,7528 ~ 7~ 1/4. Si wy > 5, el segundo
término de la expresién entre paréntesis de 4 se aproxima a cero. Por ello, es posible expresar
la relacién 4 [Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994, Percival and Walden, 2006] como se hace
habitualmente

W(t) = 7[_—1/46—iw0t€—t2/2’ wo > 5 (5)

A la expresion 5 se le conoce como el wavelet abreviado de Morlet, aunque es comun utilizar sim-
plemente el término wavelet de Morlet [Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994]. La transformada
de Fourier del wavelet de Morlet viene definida [Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994] por

_ ()2
\Il(w) =T 1/46 (w WO) /2, wo Z 5 (6)
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Figura 1: El wavelet de Morlet con tres diferentes valores de wy: w, 1.57 y 4m,
respectivamente. Nétese la parte real (en linea continua) y la parte compleja (en linea
discontinua) del wavelet. El pardmetro wy controla (resolucién tiempo/escala) la frecuencia del
exponencial complejo (5) que estd modulado por una funcién Gaussiana. Si wy aumenta,
entonces el nimero de oscilaciones del wavelet también aumenta.

2.2 La funcién wavelet de Paul

Otras de las funciones wavelet complejas usadas (aunque no tiene la misma popularidad que
Morlet) en el andlisis espectral de wavelet es el wavelet de Paul (Figura 2). La cual es una
funcién bien localizada en tiempo y escala y al ser una funcién compleja (como Morlet) también
permite calcular la evaluacién de la fase de una senal [Torrence and Compo, 1998, Afifi et al.,
2002]. El wavelet de Paul es definido [Torrence and Compo, 1998, Afifi et al., 2002] de la siguiente
manera

_2mml(1 — it)~(mHD)

vit) = 2/ (2m)!/2

(7)
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donde m indica el orden de la funcién Paul y debe ser un nimero entero mayor e igual a 1

[Torrence and Compo, 1998, Afifi et al., 2002].

Por otro lado, la transformada de Fourier de la funciéon de Paul viene dada Torrence and Compo,

1998, Afifi et al., 2002] por
(W) 2 H(w)(aw) e (8)
W)= ———— wLaw [
m(2m — 1)!

Donde H es la funcién o distribucién de Heaviside. H(w) = 1 si w > 0, H(w) = 1 para cualquier

otro valor.
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Figura 2: El wavelet de Paul con tres diferentes valores de m: 2, 4, y 8, respectivamente.
Noétese la parte real (en linea continua) y la parte compleja (en linea discontinua) del wavelet.
El parametro m controla la oscilacién de esta funcién wavelet, si m aumenta, entonces el

nimero de oscilaciones del wavelet también aumenta.

2.3 La funcion wavelet de DOG

La funcién wavelet conocida como DOG significa Derivative of a Gaussian y es una funcién de
tipo real (Figura ??). La definicién de acuerdo con [Torrence and Compo, 1998] es la siguiente

(9)

- (Y™ 4" e /2
»(t) r(m+§)dnm< )

donde m indica el orden de la funcion wavelet, debe ser un numero entero mayor de 1 debido
a que implica el nimero de veces a derivar la funcién exponencial, por ejemplo, si m = 2 es el
wavelet conocido como “sombrero mexicano” [Torrence and Compo, 1998 Mi et al., 2005].

La transformada de Fourier de la funcién DOG (9) viene dada de acuerdo con [Torrence and

Compo, 1998] por
(10)
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2.4 Funciones wavelet escaladas

En la literatura sobre andlisis de wavelet (vedse, por ejemplo, [Kumar and Foutoula-Georgiou,
1997, Lau and Weng, 1995, Maraun et al., 2007]), es comin que las funciones wavelet estén

escaladas de la siguiente forma

halt) = () (1)
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Figura 3: El wavelet de DOG con tres diferentes valores de m: 1, 2 y 4, respectivamente. El
parametro m controla la oscilacién de esta funcién wavelet. Si m aumenta, entonces el niimero
de oscilaciones del wavelet también aumenta.

donde ¥ es la funcién wavelet, a es un pardmetro de escala conocido como wvoice y b es un
parametro de localizacién temporal (traslacién en el tiempo) [Kumar and Foutoula-Georgiou,
1997,Lau and Weng, 1995]. Nétese que si a > 1 tiene un efecto de dilacién y si @ < 1 entonces

tiene un efecto de contraccion.

Para el caso cuando la funciéon wavelet es la de Morlet, también se expresa la relacién 5 de
la forma 11 [Maraun, 2006, Torrence and Compo, 1998]. Este caso es equivalente a ajustar
la resolucién temporal, esto es, el ancho de la funcién Gaussiana con respecto a la frecuencia
analizada (W' = wy/w), de tal modo que a = 27 /w (se consideran escalas en lugar de frecuencias)

y wo = 27 [Torrence and Compo, 1998], esto es

— /4 —iwo(15R) —(t-b)? /247 (12)

¢b,a (t) —
Por su parte la funcién de Paul escalada queda de la forma [Afifi et al., 2002]

1 2"m! (1 _ Z‘%)‘(m—kl)

You(t) = e g (13

Finalmente la funcion escalada para la funcion DOG se obtiene de la misma manera que las dos

anteriores, por lo cual no la presentaremos.
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3. La transformada continua de wavelet

La transformada continua de wavelet para una serie temporal o sefial f(¢), en una localizacién
temporal b y escala a, con respecto a una funciéon wavelet 1, o(t), puede ser definida [Kumar
and Foufoula-Georgiou, 1994] como una transformada integral, esto es

Wib.a) = [ FOa0d a>0 (14)

donde 1 ,(t) es la compleja conjugada de 9p4(t) [Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994].

El nombre de continua deriva de que se asume que los pardmetros a y b toman valores continuos.
Es por esta razon que las funciones wavelet utilizadas en la CW'T no forman una base ortogo-
nal. Por tanto, los coeficientes de la transformada wavelet en las escalas a y las localizaciones
temporales b, contienen informacién redundante y estan correlacionados [Maraun and Kurths,
2004]. Desde un punto de vista préctico, los coeficientes de Wy(b,a) representan la contribu-
cién de las escalas (los valores a) a la senial en diferentes instantes temporales (valores de b).
Es posible considerar la transformada de wavelet como una correlacién cruzada de una senal
f(t) con un conjunto de funciones wavelet de varias escalas a centradas en diferentes instantes
b [Cazelles et al., 2008]. Adicionalmente, la CWT puede considerarse como la convolucién de
f(t) con el conjunto de funciones wavelet v 4, i. €., W¢(b,a) = (f,4s4) [Torrence and Compo,
1998]. Una funcién f(t) puede ser reconstruida, tedricamente hablando, desde su transformada
de wavelet por medio de una férmula de inversién. La transformada inversa de wavelet My, ,
para la funcion Wp(b,a) (en este caso la transformada de wavelet) se puede expresar [Cazelles
et al., 2008, Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994] de la siguiente manera:

ft) = M%anba)() (15)
- Cw/ / W (b, @)y o (t)dadb (16)

donde Cy, = [;° ‘\P(J{ ) df , de tal modo que satisface la condicién 3, y W(f) es la transformada de
Fourier de ¥(t). La transformada inversa de wavelet (relacién 15) puede ser vista de dos formas
diferentes. Como una forma de reconstruccién de f(t), una vez que se ha calculado su trans-
formada de wavelet, o como una forma de expresar f(¢) como una superposicién de funciones
(base) wavelet 1, ,, donde los coeficientes de esta superposicién vienen dados por la transfor-
mada wavelet de f(t) [?]. Sin embargo, el hecho de aplicar la transformada de wavelet seguida
de su inversa a una funcién arbitraria (serie temporal) f(¢), no garantiza la reconstruccién de
f(t), porque no toda funcién en (0,00) es una transformacién de wavelet. Adicionalmente, se
debe tener especial cuidado con operaciones matematicas que involucran una transformacion
bi-dimensional a uni-dimensional porque no siempre tiene porque tener una tnica posible trans-
formacién inversa [Maraun, 2006]. La transformada de wavelet cumple el teorema de Parseval
[Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994,Percival and Walden, 2006], preserva la energia o varianza
de la senal, esto es:

00 9 _i 00 ooi 9
|l = e || W) dady (17)
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Nétese que el primer lado de la ecuacién 17 es utilizado para definir la energia (varianza) en

la senal (serie temporal) si la senal estd centrada (media cero). En el segundo lado, el término

W2(ba . . , . .
fa(g ) define una funcién de densidad espectral que descompone la energia (varianza) en dife-

rentes escalas a centradas en diferentes posiciones temporales b [Percival and Walden, 2006].

3.1 Consideraciones practicas para calcular la CWT

En la practica la CWT no se calcula directamente de la relacién 14, aunque es posible por
integracién numérica, porque el tiempo de cémputo puede ser muy alto (el tiempo de integracién
en un intervalo 0 < a < I, 0 < b < J es IJ? [Meyers et al., 1993]). Por ello, una opcién es utilizar
el teorema de la convolucién, calculando la CWT en el espacio espectral o de Fourier [Meyers
et al., 1993, Torrence and Compo, 1998|. La versién discretizada de 14 para una serie temporal
f(tn) de acuerdo con [Torrence and Compo, 1998], es

F =l L (N —mn)dt
Wi(a)= > fltw)t [T] (18)
n’=0
donde ¥* indica la compleja conjugada de 1.
La transformada discreta de Fourier f(wy,) de la serie temporal f(t,) viene dada por
. 1 N1 .
Fleon) = 55 3 Fltg)e2mikn/y (19)
n=0
donde el indice k correspondiente a las frecuencias angulares wy viene dado por k =0,---, N —1.

Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier de una funcién del tipo 1 (t/a) viene dada
por ¥ o(aw) y, por el teorema de la convolucién [Torrence and Compo, 1998], la transformada
de wavelet es la transformada inversa de Fourier del producto de las transformadas de Fourier

N-1
W¥ (a) = kz_,; F (@)™ (awy,)e™nt (20)

donde N es el nimero de elementos de la serie temporal f(t,), dt es el intervalo temporal
(constante para toda la serie temporal) y las frecuencias angulares wy vienen dadas [Torrence
and Compo, 1998| por

2k N
IE s kE< &
_ Not — 2

Utilizando la relacién 20 y la transformada rapida de Fourier es posible calcular la transformada
continua de wavelet para un conjunto de escalas a y tiempos b de un modo eficiente (el tiempo
de cémputo se reduce a I.Jlogy J [Meyers et al., 1993]) [Torrence and Compo, 1998].

3.2 Normalizacién de la funcion wavelet

[Torrence and Compo, 1998] sugieren normalizar la funcién wavelet &bva(awk) para asegurar que
la transformada de wavelet (relacién 20) sea directamente comparable entre diferentes escalas a,
v que también puedan ser comparables las transformadas wavelet de diferentes series temporales.
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Por ello, la funciéon wavelet en cada escala a es normalizada de la siguiente manera para que
tenga varianza o energia unidad

2m>1/2 .

Haa) = (57) dlaw) (22)

Si se usa la relacion 77, entonces la normalizacién de la funcion wavelet es
M

w[(n/ —an)(st} _ \/fwo[(n/ —an)&] (23)

donde v estd normalizada [Torrence and Compo, 1998]. Como una consecuencia de la norma-
lizacién de la funcién wavelet, se tienen las siguientes propiedades mateméticas [Torrence and
Compo, 1998]

/_O:o (W) ‘= 1 (24)
N-1

> [N (aw)? = N (25)
k=0

donde N es el nimero de elementos de la serie temporal a estudio. Otro resultado de interés
como consecuencia de la normalizacion es que la transformada de wavelet sélo dependera de los
“pesos” de las amplitudes de los coeficientes de la transformada de Fourier de f(t) [Torrence
and Compo, 1998,Polanco-Martinez, 2012].

3.3 Sobre escalas, octavas y voices

Existen dos conceptos que estan relacionados con el nimero de escalas a al calcular la CWT,
1. e., octavas y wvoices. La octava es el nimero de divisiones de la escala a y corresponde a
potencias enteras de 2, mientras que el nimero de woices es el niimero de divisiones de una
octava (también se puede considerar como el nimero de potencias no enteras de dos octavas
consecutivas) [Percival andWalden, 2006]. En este apartado se presenta la forma como se escogen
las escalas a. Como bien apunta [Farge, 1992] cuando se trabaja con wavelets ortogonales, el
conjunto discreto de escalas a estd limitado. Sin embargo para los wavelets continuos no hay
un limite para el conjunto de escalas y pueden ser escogidas de modo arbitrario [Torrence and
Compo, 1998]. Segin [Torrence and Compo, 1998] el conjunto de las escalas viene dado por la
siguiente relacion

aj:a02j5ja j:0717"'7'] (26)

donde J determina el valor de la méxima escala!, y viene dada por

s log, (42)

27
5 (27)
donde 6t es el espaciado temporal de los elementos de la serie temporal f(t), ag es la escala de
menor resolucién y deberia de ser escogida de tal modo que el equivalente al periodo de Fourier.
04 proporciona el espaciado entre las escalas a y su resolucién dependerd de la funcion wavelet.
Por ejemplo, para el wavelet de Morlet es alrededor de 0.5 [Torrence and Compo, 1998].

Nétese que la méxima escala podria “compararse” por analogia con la frecuencia de Nyquist, en el sentido
de que calcular la CWT més alld de J no aporta mas informacién incluso podria introducir falsa informacién
espectral o artefactos.
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3.4 Relacion entre las escalas de wavelet y las frecuencias de Fourier

La relacién entre la escala de wavelet y el “periodo equivalente de Fourier” (originalmente
[Meyers et al., 1993] utiliz6 longitud de onda en lugar de frecuencias) puede, para algunas
funciones wavelet, derivarse analiticamente sustituyendo la funcién e*?7/0t de frecuencia conocida
fo yasea en la relacién 14 o en la 7?7 y calcular la escala a en la cual el poder espectral de wavelet
tiene su maximo [Meyers et al., 1993, Torrence and Compo, 1998]. Para los casos de nuestro
interés, i.e., para el wavelet de Morlet y de acuerdo a [Torrence and Compo, 1998] la relacién
entre la frecuencia f y la escala a viene dada por

1 _ dma (28)

f Wo + /2 + w?

A efectos practicos se asume que w, = 27 [Maraun et al., 2007, Torrence and Compo, 1998], por
tanto, 28 puede expresarse como

1
=a 29)
7 (
o de modo equivalente,
1
~ = 30
I (30)

Este resultado simplifica mucho la interpretacion del analisis de wavelet al utilizar la funcién de
Morlet, porque es posible reemplazar escala por frecuencia [Torrence and Compo, 1998,Cazelles
et al., 2008, Polanco-Martinez, 2012]. Por otro lado, las equivalencias entre las frecuencias y las
escalas o periodos equivalente de Fouier para las funciones wavelet de Paul y de DOG de acuerdo
con [Torrence and Compo, 1998], vienen dadas por las relaciones 31 y 32, esto es

1 4dra

i 31
f 2m+1 (31)
1 2

S _fma (32)

f \/m+%

donde m indica el orden de la funcién de wavelet de Paul o de DOG.
3.5 El cono de influencia (COI)

La estimacion del poder espectral por medio de la transformada continua de wavelet de una
serie temporal no periédica puede generar errores (falsas estructuras espectrales), al principio
y al final del espectro wavelet [Meyers et al., 1993]. La razén de estos artefactos se debe a que
la relacién [Torrence and Compo, 1998] hace uso de la transformada de Fourier, la cual asume
periodicidad en los datos bajo analisis [Meyers et al., 1993]. Hay varias formas de manejar este
problema. Por ejemplo, [Meyers et al., 1993] proponen aplicar una funcién de atenuacién de
tipo coseno a los datos. Otra opcién es hacer un padding (rellenar con ceros) a cada lado de la
serie temporal, después estimar el espectro wavelet y por ltimo, eliminar la parte del espectro
afectada por los ceros de los segmentos anadidos [Meyers et al., 1993, Torrence and Compo,
1998]. Uno de los inconvenientes al aplicar el cero padding es que produce discontinuidades en
los bordes del espectro wavelet.
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La regién del espectro wavelet en la cual los efectos de los bordes llegan a ser importantes
es conocida como el cono de influencia (COI, cone of influence) [Torrence and Compo, 1998].
[Torrence and Compo, 1998] definen al COI como el e-folding time para la autocorrelacién del
espectro wavelet en cada escala. El e-folding time (tiene un valor de v/2a para el wavelet de
Morlet y de DOG y de a/ V2 para el wavelet de Paul) es seleccionado de modo que el espectro
wavelet para una discontinuidad en los bordes, decrezca por un factor de e~2. Las porciones
del espectro wavelet entre el eje del tiempo y el COI deberian considerarse poco fiables debido
a que las pruebas de significacion estadistica no seran confiables dentro del COI Torrence and
Compo, 1998, Grinsted et al., 2004]. M4s recientemente se han propuesto algunos otros métodos
para enfrentar el problema de los bordes al estimar el espectro. Por ejemplo, [Zhang and Moore,
2011] proponen un nuevo método que mejora las pruebas de significacion estadistica del espectro
wavelet cerca de los limites de los datos. Sin embargo, aunque el método es prometedor, hasta
la fecha no ha sido usado extensivamente.

4. La estimacién del espectro
4.1 La estimacion del espectro univariado

Por analogia al andlisis espectral de Fourier (via el periodograma) se puede definir [Cazelles et
al., 2008] el espectro local de wavelet como el médulo al cuadrado de la CWT (relacién ?7) de
una serie temporal f(t), esto es

Sy(b,a) = |WF (b, a)|” (33)

La relacién 33, conocida como el escalograma [Kumar and Foutoula-Georgiou, 1997], estima la
distribucién de la varianza de una serie temporal f(t) entre las escalas a y diferentes localizacio-
nes temporales b [Cazelles et al., 2008]. Sin embargo, y al igual que el periodograma, no es un
estimador consistente del espectro [Percival and Walden, 2006,Maraun et al., 2007]. Como una
forma de obtener un estimador mds robusto del espectro, [Torrence and Compo, 1998] propo-
nen suavizar el escalograma promediando sobre todos los espectros wavelet locales, variando el
parametro de localizacién temporal b. Entonces, lo que se obtiene es el espectro wavelet global,
utilizando la nomenclatura de [Cazelles et al., 2008], es igual a

o2 [T
Sy =7 [ S 0.0)Pa (34)

Este espectro wavelet global puede ser comparado al clésico espectro de Fourier (una compara-
cién entre el espectro de Fourier y el espectro de wavelet puede encontrarse en [Perrier et al.,
1995]), y [Percival, 1995] y [Torrence and Compo, 1998] sugieren que es un estimador consistente
del espectro. Del mismo modo es posible obtener una varianza promedio en cada localizacién
temporal promediando sobre un rango de escalas (banda, en la jerga del andlisis de senales),
esto es
1/4
S1(0) = ”f” Y2 [ Vs, 0)Fda (35)

donde 0']2c es la varianza de la serie temporal f(t) y Cy ha sido definido en la relacién 16. Nétese
como la relacién 35 puede ser utilizada como un filtro paso banda (esta propiedad puede ser de
ayuda para explorar posibles modulaciones de una frecuencia por otra en una serie temporal,
o modulaciones de una serie temporal por otra serie [Torrence and Compo, 1998]), teniendo en
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cuenta la relacién 30, para una banda de frecuencia f; — fo [Torrence and Compo, 1998, Cazelles
et al., 2008,Polanco-Martinez, 2012]. Como consecuencia de promediar, en escala (periodo) o en
tiempo, se produce sesgo en el espectro wavelet [Maraun et al., 2007]. Para minimizar este sesgo,
[Maraun et al., 2007] proponen promediar la misma cantidad de informacién independiente en
cada escala a, para ello escogen la longitud promedio del reproducing kernel de Morlet como
una ventana de suavizado W (Figura 4). Nétese la analogia con el suavizado del espectro de
Fourier por medio de ventanas (cémo el método WOSA — Welch overlapped segment averaging
[Polanco-Martinez and Faria, 2018, Percival and Walden, 2006]. El proceso se resume a con-
tinuacién [Maraun, 2006, Maraun et al., 2007]. Por un lado, el promediado en la direccién de
las escalas debe realizarse con una ventana de suavizado de longitud constante VW, para escalas
logaritmicas (Figura 4). W, denota la anchura de la ventana mitad en la misma unidad como el
numero de voices por octavas (Nyice). Por otro lado, el promediado en la direccién del tiempo
se realiza utilizando una ventana que tenga longitud proporcional a la escala (Figura 4). Esto
es, aVV, incrementa linealmente con la escala. W, denota la ventana de suavizado en la direccién
del tiempo y aWV, denota la anchura de la ventana mitad en unidades de tiempo.

16_‘{3.] ‘ 16_{b]
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Figura 4: Esquema que muestra el proceso de suavizado utilizando el reproducing kernel. a)
En la direccién de escala. b) En la direccién del tiempo. Tomada y modificada de [Maraun et
al., 2007].

En resumen, las relaciones 34 y 35, utilizando el método de suavizado de [Maraun et al., 2007],
pueden ser expresadas como

Sy(b,a) = W([[S¢ (b, a)|*) (36)

donde W es el operador de suavizado.
4.2 Sobre la normalizaciéon del espectro wavelet

Existen diferentes tipos de normalizacién para el espectro wavelet, pero quiza, la més conocida,

por su utilidad en ciencias ambientales es la de [Torrence and Compo, 1998], y en menor medida la

de [Kaiser, 1994]. Por un lado, la normalizacién ( %) sugerida por los primeros, tiene la ventaja

de que al calcular el espectro wavelet para ruido blanco Gaussiano, se obtiene un espectro plano
(como deberfa esperarse). Sin embargo, si se calcula el espectro wavelet para varias funciones
sinusoidales de igual amplitud, el poder espectral difiere para cada periodo (escalas de oscilacién)
de los sinusoides (Figura 5). Por otro lado, la normalizacién de Kaiser (\/ﬁ) no permite que el
espectro wavelet de un ruido blanco Gaussiano tenga un comportamiento plano (de hecho tiene
un comportamiento del tipo ~ %) Sin embargo, se conserva el poder espectral en los periodos
(escalas de oscilacién) correspondientes a los sinusoides (Figura 5) [Maraun and Kurths, 2004].
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Esta situacion, parece un problema serio, sobre todo cuando se sigue la normalizacion de To-
rrence y Compo, porque el poder espectral en las altas o largas escalas (o bajas frecuencias)
estd sobrestimado y podria llevar a errores de interpretacién. Sin embargo, al aplicar un test
de significacion se consideran los efectos de la normalizacién pero aun asi los picos espectrales
de diferentes escalas no son comparables entre si [Maraun and Kurths, 2004, Liu et al., 2007].
Por esta razén, [Liu et al., 2007] desarrollaron un método para corregir este sesgo. Siguiendo
una definicién de energia fisicamente coherente para el espectro wavelet llegaron a la conclusion
de que los coeficientes de transformacion al cuadrado deberian de ser divididos por las escalas
que asocian. Con este simple ajuste el espectro wavelet mejora substancialmente y permite una
comparacién de los picos espectrales de diversas escalas [Liu et al., 2007].

4.3 La estimacion del espectro bi-variado

De igual manera que en el analisis espectral de Fourier, en al analisis espectral basado en
wavelets, es posible realizar anélisis de wavelet cruzado (CWA, Cross wavelet Analysis). El
espectro cruzado de wavelet para dos series temporales f(t) y g(t) se define como el valor
esperado (E) del producto de los espectros de wavelet Wy(b,a) y Wy(b, a) de las series [Maraun
and Kurths, 2004], esto es

WCSjy(b,a) = E[W;(b,a)W; (b,a)] (37)

donde W (b,a) es la compleja conjugada de Wy (b,a). Para obtener el espectro cruzado en el
sentido de obtener las amplitudes espectrales cruzadas de f(t) y g(¢) hay que calcular el médulo

1 2 4 8
Ezcala (1frecuencia)

Figura 5: Espectro wavelet global para ruido blanco Gaussiano y para dos sinusoides de igual
amplitud y de frecuencias 1/2 y 1/4. En el espectro con la linea sélida se ha utilizado la
normalizacién de [Torrence and Compo, 1998]. En el espectro con la linea punteada utiliza la
normalizacién de [Kaiser, 1994]. Tomada y modificada de [Maraun and Kurths, 2004].

de WCSt4(b,a). Otra forma de expresar 37, descomponiendo en amplitud y fase [Maraun and
Kurths, 2004], es
WCSjy(b,a) = |[WOSs,(b, )| Srat0) (38)

donde la fase p{WC'Sf4(b,a)} describe el retraso entre las dos series temporales en la escala a y
en torno al instante de tiempo b [Grinsted et al., 2004,Maraun and Kurths, 2004]. Es importante
tener cuidado con el espectro cruzado de wavelet, porque no parece ser adecuado al aplicar un
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test de significacién para el analisis de la interrelacién entre dos procesos o senales a estudio
[Torrence and Webster, 1999, Grinsted et al., 2004]. Por tanto, es necesaria una normalizacién
[Maraun and Kurths, 2004, Maraun et al., 2007, Polanco et al., 2011, Polanco-Martinez, 2019].
La normalizacion del espectro cruzado es conocida como la coherencia normalizada de wavelet o
simplemente como coherencia de wavelet (wavelet coherence) (WCO), y se define como [Maraun
and Kurths, 2004]

WSy (b, a))l

WO ) = 7 b W, (o, ) T2

(39)

donde <> denota obligatoriamente un operador de suavizado, tanto para escala como para
tiempo [Maraun and Kurths, 2004]. Entonces, WCOy4(b, a) esta definido entre 0 y 1. La WCO
proporciona informacion sobre la variabilidad comin para cada instante de tiempo y escala entre
dos series temporales f(t) y g(t). Un valor de 1 indica una variabilidad igual entre f(¢) y g(t)
para una determinada escala a y tiempo b. Un valor menor que uno, para una cierta escala a
y tiempo b, puede indicar que la variabilidad de ambas series no es andloga. Un valor de cero
indica que no hay correlacion entre las series para una cierta escala a y en torno al instante
de tiempo b [Cazelles et al., 2008, Maraun and Kurths, 2004]. Para obtener informacién de un
posible retraso o adelanto entre dos series temporales para una determinada escala a y tiempo
b, se calcula la fase de la coherencia de wavelet (también conocida como la diferencia de fase)
entre f y g [Polanco-Martinez, 2012, Polanco-Martinez, 2019], esto es

—1 LW CSy(b, a)))
R((WCSy4(b, a)))

¢r.4(b,a) = tan (40)

Los valores ¢ 4(b,a) estiman la diferencia de fase de dos series temporales para una escala a y
tiempo b (Figura 6). Un valor positivo (0 < ¢y4(b, a) < 7/2) indica un adelanto de f(t) respecto
de ¢(t), mientras que un valor negativo (—7/2 < ¢54(b,a) < 0 indica un retraso de f(t) con
respecto a ¢(t). Un valor de ¢y 4(b,a) = 0 implica que, para una determinada escala a y tiempo
b, hay una funcién wavelet que ajusta de la misma manera para ambas series temporales. Por
otro lado, si ¢ 4(b,a) = £7/2 implica que, para una determinada escala a y tiempo b, aparece
el méximo retraso (-) o adelanto (4) de f(t) con respecto a g(t) [Lane, 2007, Polanco-Martinez,
2012, Polanco-Martinez, 2019]. Por otro lado, para calcular el tiempo de retraso o adelanto
tiag(a) se puede utilizar [Maraun and Kurths, 2004, Maraun et al., 2007] la siguiente relacién

adysg (b, a)

- (41)

tlag(a) =
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Figura 6: Circulo de la fase de la coherencia de wavelet (WPH) (tomado y modifcado de
[Polanco-Martinez, 2019]).

Adicionalmente, se puede calcular la distribucién de las fases para un rango de escalas (o pe-
riodos) a. Una distribucién uni-modal indica que hay un valor preferido de ¢y 4(b,a), por ello
hay una tendencia estadistica de que las dos series temporales f(t) y g(t) estén en fase. Por lo
contrario, si la distribucién es uniforme no es evidente una asociacién entre la fase de f(t) y g(t)
[Cazelles et al., 2008]. De la misma manera que con el espectro wavelet uni-variado el espectro
para el caso bi-variado también presenta un tipo de sesgo debido a como se normaliza el espectro
[Veleda et al., 2012]. Por esta razén, [Veleda et al., 2012] introdujeron un método para corregir
este sesgo tanto para la correlacién cruzada de wavelet como para la coherencia de wavelet (una
descripcién a detalle puede encontrarse en esa referencia).

5. Pruebas de significacién estadistica
5.1 Caso uni-variado

[Torrence and Compo, 1998] propusieron una prueba de significacién estadistica para las estima-
ciones espectrales via la CW'T para el caso uni-variado mediante simulaciones de Monte-Carlo.
Ellos utilizaron un espectro de fondo rojo (relacién 42) para establecer una hipdtesis nula H,,
la cual se define de la siguiente manera [Torrence and Compo, 1998]. Se asume que la serie tem-
poral a estudio tiene un espectro promedio dado por la relaciéon 42. Si un punto escala-tiempo
(a, b) del espectro wavelet estd por encima del espectro de fondo, entonces ese punto puede
ser considerado significativo con un cierto porcentaje de confianza (a este tipo de prueba se le
conoce como pointwise test). Como modelo de ruido rojo, [Torrence and Compo, 1998] utilizan
un proceso estocdstico Autoregresivo de orden 1 (AR1) con tiempos equidistantes (relacién 42).
El pointwise test [Maraun et al., 2007, Torrence and Compo, 1998] se resume en los siguientes
pasos.

1. Se escoge un nivel de significaciéon « (p. €j. del 0.95).

2. Se ajusta® k-modelos AR1 (relacién 42) a la serie temporal bajo estudio f(t;), con i =
1,..., N (ntimero de elementos). Donde k toma un valor de al menos 1000.

2[?] en su metodologfa utilizan directamente la relacién 42. También es posible utilizar técnicas de bootstrap,
utilizando como modelo de réplicas un proceso AR1 (con las mismas propiedades estadisticas que la serie a
estudio). El valor esperado del espectro wavelet de k realizaciones AR1 converge a la relacién 42.
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El modelo AR1 viene definido [Zwiers and Von Storch, 2004] por la relacién

R(t;) = gN(O,l) para =1 (42)
R(tz) = plr(ti_l) + 5]\](07/)5)(751') para r=2,...,N

donde pg = (/02(1 — p?), 03 es la varianza de f(t;) y p1 es el coeficiente de autocorrelacién
lag-1 de f(t;).

3. Se estima el percentil 0.95, Wy95(b, a), del ensemble de k espectros wavelet AR1 por medio
de simulaciones de Monte-Carlo.

4. Se verifica para cada punto de Wy (b, a) si superan el Wyg5(b, a). El conjunto de todos estos
puntos escala-tiempo (a,b) del espectro wavelet se consideran estadisticamente significati-
vos y vienen dados [Grinsted et al., 2004,Maraun et al., 2007] por

Py = {(b,a)|Wy(b,a) > Wyes(b,a)} (43)

Es cierto que las pruebas de significacién (tipo pointwise) son relativamente faciles de imple-
mentar computacionalmente, también es cierto que estos tests traen asociado el problema de la
multiplicidad o comparaciones miltiples (inflacién del error tipo I) [Maraun et al., 2007,Polanco-
Martinez, 2019,Polanco-Martinez, 2020]. Por ejemplo, para un nivel de significacién de 0.95, un
test aplicado para K espectros wavelet W (b, a) en una determinada escala a y tiempo b, im-
plica un 5 %K de falsos positivos. Una solucién cldsica al problema de la multiplicidad es la
aplicacién de las correcciones de Bonferroni, Sidak o Benjamini y Hochberg (BH), entre otros
[Polanco-Martinez, 2019, Polanco-Martinez, 2020]. Sin embargo, para el caso de la estimacién
espectral via wavelet existe un problema adicional. Los coeficientes de la CWT, para diferentes
escalas a y tiempos b, estdn correlacionados. Como consecuencia, los falsos positivos siempre
ocurren como “parches” contiguos (estos parches o dreas espectrales espurias reflejan oscila-
ciones aleatoriamente estables para un periodo corto de tiempo) [Maraun, 2006,Maraun et al.,
2007,Schulte et al., 2015, Schulte, 2016a]. Para resolver este inconveniente, [Maraun et al., 2007]
desarrollaron (probablemente por primera vez) un test del tipo areawise que utiliza informacién
sobre el tamafo y la geometria de las dreas espectrales para discernir si es 0 no un area estadisti-
camente significativa. Sin embargo, no siempre es posible aplicar este test porque es necesario
una cierta cantidad de elementos de la serie temporal a estudio y sélo se puede obtener el test
con un nivel del 90 % de confianza. Por ejemplo, en el caso de estudio de este trabajo (vedse
seccion 6), las series temporales a estudio contienen pocos elementos (N=228), por lo cual no es
posible aplicar este test. Sin embargo, en la seccién 7 si se ejemplifica el uso del test areawise.
Una descripcién e implementacién de los ultimos avances de los test tipo areawise aplicables al
estimar la significacién estadistica para el espectro wavelet (casos uni- y bi-variante) puede ser
consultados en [Schulte et al., 2015, Schulte, 2016a, Schulte, 2016b, Schulte, 2019, Schulte, 2020].

5.2 Caso bi-variado

La primera prueba de significacion estadistica del tipo pointwise para la coherencia de wavelet
(WCO) fue desarrollada por [Torrence and Webster, 1999]. Esta prueba fue relizada mediante
simulaciones de Monte-Carlo y el uso de subrogados (series temporales sintéticas con conocidas
caracteristicas estadisticas) debido a que no es posible desarrollar una prueba analitica. Ellos
proponen utilizar 10,000 conjuntos de series temporales de ruido blanco y con el mismo niimero
de elementos que las series a estudio. A partir de este novedoso trabajo se han realizado algunas
mejoras a esta prueba de significacion estadistica aunque siempre conservando su esencia origi-
nal. Por ejemplo, el uso de subrogados que contienen autocorrelacién, como las series AR1, los
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cuales son mas realistas que las series de ruido blanco en el estudio y analisis de fenémenos am-
bientales [Hasselmann, 1976, Grinsted et al., 2004, Vasseur and Yodzis, 2004,Polanco et al., 2011].
Algunas de estas implementaciones estadistico-computacionales méas conocidas a dia de hoy que
mejoran el método de [Torrence and Webster, 1999] son los trabajos de [Maraun and Kurths,
2004, Maraun et al., 2007], [Grinsted et al., 2004], [Cazelles et al., 2008] y [Aguiar-Conraria et
al., 2008]. El test de significacién de tipo pointwise para la WCO se describe a continuacién
[Torrence and Webster, 1999, Maraun and Kurths, 2004, Maraun et al., 2007]. Considerando
las longitudes o ntimero de elementos de las series temporales a estudio, se ha utilizado el es-
pectro correspondiente a un proceso AR1 como uno contra el cual la hip6tesis nula (‘HO: los
procesos no son coherentes’) es contrastada. El test de significacién es calculado como sigue: se
escoge un nivel de confianza 1 — «. Se calculan las coherencias (WCO) correspondientes a varios
procesos AR1 con la misma autocorrelacién de las series temporales a estudio y, por medio de
simulaciones de Monte-Carlo, se estiman los valores criticos correspondientes al n-ésimo nivel
de confianza (1 — «). Cada punto del dominio tiempo-escala es verificado, comprobando si el
espectro estimado de las series temporales excede los correspondientes valores criticos aleatorios.
El test propuesto por [Torrence and Webster, 1999, Maraun and Kurths, 2004, Maraun et al.,
2007] se resume en los siguientes pasos:

1. Se escoge un nivel de significacién « (p. ej. del 0.95).

2. Se calcula la WCO para las series temporales bajo estudio f(¢;) y g(t;), coni=1,...,N
(nimero de elementos).

3. Se ajustan k modelos AR1 (relacién 42) a cada una de las series temporales bajo estudio
f(t;) ¥ g(t;), teniendo en cuenta la autocorrelacién de cada una de éstas series a estudio.
Donde k toma un valor de al menos 1000.

4. Se estima el percentil 0.95, WC0,95(b, a), del ensemble de los k-coherencias de wavelet
calculadas para los surrogados mediante simulaciones de Monte-Carlo y se estiman los
valores criticos correspondientes al n-ésimo nivel de confianza.

5. Se verifica para cada punto del dominio para determinar cuales puntos de las coherencias
wavelet de las series a estudio superan los valores criticos, i.e.:

Puco = {(b,a)|[WCO;,(b,a) > WCOy5(b, a)} (44)

Por otro lado, [Maraun and Kurths, 2004] dedujeron una aproximacién analitica para ahorrar
tiempo de computo al estimar los valores criticos mediante simulaciones de Monte-Carlo. En
principio esta aproximacion puede utilizarse si al menos una de las dos series temporales a estudio
puede ser modelada aproximadamente como ruido blanco Gaussiano y el nimero de elementos
de las series es grande [Maraun and Kurths, 2004, Polanco-Martinez, 2019]. Sin embargo, un
poco més reciente, Maraun® comenté que ésta aproximacién puede ser utilizada en todos los
casos, debido a que la dependencia de los valores criticos de dos procesos bajo a estudio es muy
débil. La relaciéon es la siguiente:

WCOgs = 8,23 x 107°w3 + 4,24 x 10 9wiw + 1,13 x 10 wow?
+1,54 x 107°w® — 2,30 x 10™%wd — 2,19 x 10 3wow (45)
—7,51 x 1074w? 4+ 2,05 x 102wy + 1,27 x 102w + 0,95

3https:/ /tocsy.pik-potsdam.de/wavelets/faq.html
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donde 3 < w, < 12 (la frecuencia central) y 0 < w < 25 (la longitud de la funcién o ventana
de suavizado en la direccién de la escala), lo cual implica que esta aproximacién es sélo valida
para esos intervalos. La razén de porque sélo la escala es usada en la relacién 45 es debido a
que el suavizado en la direccién del tiempo es practicamente inefectiva [Maraun and Kurths,
2004,Polanco-Martinez, 2019]. De la misma manera que en la estimacién del espectro wavelet
del caso uni-variado, el problema de la multiplicidad al estimar la significacién estadistica de la
coherencia de wavelet también esté presente. Para ello, [Maraun and Kurths, 2004] desarrollaron
un areawise test para solventar este problema, este test esta incluido en el paquete computacio-
nal SOWAS [Maraun, 2021].

6. Aplicaciones

Para ejemplicar la estimacion del espectro (casos uni- y bi-variado) wavelet obtenido mediante
la transformada continua de wavelet y tres funciones de wavelet (Morlet, Paul y DOG). Por un
lado, se utilizan datos mensuales de capturas por unidad de esfuerzo (CPUE, Catch Per Unit
of Effort) de pulpo comin (Octopus vulgaris) obtenidas en las Islas Canarias para el periodo
19892007 (Figura 7, en negro) [Caballero-Alfonso et al., 2010, Polanco et al., 2011, Polanco-
Martinez, 2012]. Por otro lado, se usan datos mensuales del indice de la oscilacién del Atléntico
Norte (NAO, North Atlantic Oscillation) (Figura 7, en azil) [NOAA, 2021,Hurrell et al., 2003].
La NAO es una de las principales y recurrentes caracteristicas de la variabilidad climética de
medias y altas latitudes en el Hemisferio Norte, de modo especial durante los meses de las
estaciones frias. Esta oscilacién produce grandes cambios en la velocidad y direccion media del
viento sobre el Atlantico, en el transporte de humedad y calor entre el Atlantico y los continentes
cercanos, y en la intensidad y el nimero de tormentas y sus trayectorias [Hurrell et al., 2003,
Polanco-Martinez, 2012]. En estudios previos hemos demostrado que existe una fuerte relacién
entre la NAO y las CPUE del pulpo comun de las Islas Canarias, incluso mucho més marcado
que entre estas capturas y las temperaturas superficiales del océano (una variable climéatica
intimamente relacionada con las capturas y la ecologia del pulpo comun) [Caballero-Alfonso et
al., 2010,Polanco et al., 2011, Polanco-Martinez, 2012, Polanco-Martinez and Lépez-Martinez,
2021]. Las Figuras 8 y 9 muestran los espectros wavelet uni-variados para las capturas de pulpo
comun y para la NAO utilizando tres tipos diferentes de funciones wavelet: Morlet (arriba), Paul
(centro) y DOG (Derivative of a Gaussian) (abajo). Es altamente recomendable usar al menos
dos diferentes funciones wavelet al estimar el espectro de una senal o serie temporal debido a
que uno de los puntos sensibles del andlisis espectral de wavelet es que los espectros estimados
mediante esta técnica son altamente dependientes de la funcién wavelet utilizada [Mi et al., 2005,
Percival and Walden, 2006]. Por esta razén en este ejemplo se utilizan tres funciones wavelet
para estimar el espectro, dos complejas (Morlet y Paul) y otra real (DOG). Se puede observar
(Figuras 8 y 9) que al menos la variabilidad intra-anual en las escalas (periodos) cortas (menos
de un ano) de los tres espectros y para las dos series temporales es relativamente parecida, algo
que es mucho mas marcado en el espectro wavelet de Morlet (arriba) y de Paul (centro). Las
diferencias entre los espectros DOG (abajo) y los otros dos espectros, tanto para las capturas
como para la NAQ, se debe principalmente a que la funcién DOG permite estimar el espectro
hasta muy largas escalas o periodos (poco mas de 20 afos en este caso), lo cual es un resultado
al transformas las frecuencias de Fourier a escalas (véase subseccién 3.4 y de manera particular
las relaciones 28, 31, 31), mientras que con Morlet y Paul sélo llegan hasta los 7 y 9 afos,
respectivamente. Sin embargo, hay que tener cuidado con los espectros wavelet obtenidos con la
funciéon DOG debido a que los méaximas periodos de estos espectros se aproximan al niimero de
anos (21) de las series analizadas.
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Figura 7: Valores mensuales de capturas por unidad de esfuerzo (CPUE) de pulpo comun
[Caballero-Alfonso et al., 2010,Polanco et al., 2011, Polanco-Martinez, 2012] e indice mensual
de la oscilacién del Atlantico Norte (NAO) [NOAA, 2021]. Los datos cubren el intervalo
19892009 (N=240 elementos).

Por otro lado, la variabilidad inter-anual, i.e., la que estd comprendida entre los periodos de 1
ano y hasta 3/4 anos, presenta altos valores en las amplitudes espectrales (en rojo) en ambas
series analizadas, aunque para el caso de los espectros con Morlet y Paul no son estadistica-
mente significativos, al menos con una confianza del 95 % pero en ciertos casos si lo son pero
con una confianza del 90 % (ver Figuras 10 y 11). Es bien sabido que el indice NOA tiene su
maxima variabilidad espectral entre los 2 y los 3 anos [Stephenson et al., 2000, Hurrell et al.,
2003], y aunque los espectros wavelet presentan altos valores en sus correspondientes amplitudes
no siempre superan el test de significancién estadistica. Esto podria deberse a que el ruido de
fondo utilizado en las pruebas de significancién estadistica asumen un ruido de tipo rojo, y hasta
donde se sabe, no estd del todo claro el tipo de ruido de fondo de la oscilaciéon del Atlantico
Norte [Stephenson et al., 2000,Ferndndez et al., 2003, Mills, 2004]. Para concluir este ejemplo
se presenta la correlacién wavelet, medida como la coherencia normalizada de wavelet, entre el
indice NAO y las capturas (Figuras 12 y 13). El resultado més relevante es la estructura de
correlacién con alto poder espectral y estadisticamente significativa (90 % y 95 % de confian-
za) y en fase (las pequenas flechas apuntan principalmente hacia la derecha) que se encuentra
localizada en los periodos de entre 2 y 4 afios y entre los afios 1992/1993 y 2003/2004. Esta
estructura espectral se encuentra en las tres coherencias de wavelet estimadas mediante las tres
funciones de wavelet utilizadas (Morlet, Paul y DOG), con muy pocas diferencias. Esto indica
la posible existencia de una relacién entre la NAO y las capturas de pulpo comtun de las Is-
las Canarias durante el periodo 1992-2004. Esto es algo que ha sido demostrado previamente
[Caballero-Alfonso et al., 2010,Polanco et al., 2011, Polanco-Martinez, 2012] utilizando también
la coherencia normalizada de wavelet la cual fue también estimada con la funcion de Morlet
pero con un algoritmo ligeramente diferente [Maraun and Kurths, 2004], y més recientemente,
[Polanco-Martinez and Lépez-Martinez, 2021] utilizaron una técnica estadistica independiente
(la correlacién por ventanas méviles) y se corrobora esta relacion entre la NOA y las capturas de
pulpo comtn en las Islas Canarias al menos durante el periodo 1993-2003. Finalmente podeomos
ver como la funciéon Morlet tiene ciertos limites (es més conservadora en términos de escalas)
impuestos por el COI, por lo cual no permite inferir informacién espectral mas alla de los 4/5
anos, algo que las funciones Paul y DOG si permiten hacerlo.
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Figura 8: Espectros wavelets estimados mediante las funciones de Morlet (arriba), Paul
(centro) y DOG (abajo) para las CPUE. El drea ensombrecida en blanco indica el cono de
influencia (COI) y es la regién del espectro wavelet en la cual los efectos de los bordes llegan a
ser importantes. Los contornos en negro son las regiones que superan el test de significacion
estadistica (> 95 % de confianza).
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Figura 9: Espectros wavelets estimados mediante las funciones de Morlet (arriba), Paul
(centro) y DOG (abajo) para la NAO. El drea ensombrecida en blanco indica el cono de
influencia (COI) y es la regién del espectro wavelet en la cual los efectos de los bordes llegan a
ser importantes. Los contornos en negro son las regiones que superan el test de significacion
estadistica (> 95 % de confianza).
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Figura 10: Espectros wavelets estimados mediante las funciones de Morlet (arriba), Paul
(centro) y DOG (abajo) para las CPUE. El drea ensombrecida en blanco indica el cono de
influencia (COI) y es la regién del espectro wavelet en la cual los efectos de los bordes llegan a
ser importantes. Los contornos en negro son las regiones que superan el test de significacion
estadistica (> 90 % de confianza).
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Figura 11: Espectros wavelets estimados mediante las funciones de Morlet (arriba), Paul
(centro) y DOG (abajo) para la NAO. El drea ensombrecida en blanco indica el cono de
influencia (COI) y es la regién del espectro wavelet en la cual los efectos de los bordes llegan a
ser importantes. Los contornos en negro son las regiones que superan el test de significacion
estadistica (> 90 % de confianza).
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Figura 12: Coherencias de wavelet estimadas utilizando las funciones de Morlet (arriba), Paul
(centro) y DOG (abajo) entre la NAO y las CPUE. El drea ensombrecida en blanco indica el
cono de influencia (COI) y es la regién del espectro wavelet en la cual los efectos de los bordes
llegan a ser importantes. Los contornos en negro son las regiones que superan el test de
significacién estadistica (> 95 % de confianza).
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Figura 13: Coherencias de wavelet estimadas utilizando las funciones de Morlet (arriba), Paul
(centro) y DOG (abajo) entre la NAO y las CPUE. El 4rea ensombrecida en blanco indica el
cono de influencia (COI) y es la regién del espectro wavelet en la cual los efectos de los bordes
llegan a ser importantes. Los contornos en negro son las regiones que superan el test de
significacién estadistica (> 90 % de confianza).

7. Paquetes computacionales para realizar anadlisis espectral de wavelet

En esta seccién se presenta de manera concisa los principales paquetes computacionales libre-
mente distribuidos (de tipo software libre, c6digo abierto o al menos de libre acceso pero con
acceso al c6digo fuente) para realizar andlisis espectral de wavelet via la transformada continua
de wavelet para los casos uni- y bi-variado. Se presentan las principales ventajas y desventajas
de cada paquete y su uso basico. Para informacion més detallada se proporcionan las referencias
de cada paquete.

7.1 Torrence & Compo

El primer software para realizar andlisis espectral de wavelet fue desarrollado por [Torrence and
Compo, 1998] hace més de 20 anos (véase https://atoc.colorado.edu/research/wavelets/). Ellos
proporcionaron la codificacion de esta herramienta originalmente escrita en Fotran 77. La razon
de porque Torrence & Compo usaron originalmente Fortran es que hace més de 20 anos For-
tran era — y aun sigue siendo en ciertas areas de las ciencias e ingenieria — muy popular para
aplicaciones numéricas y, por otro lado, los autores trabajan en el area de las ciencias del clima
y Fortran era, es y sigue siendo muy usado en ese campo. Un poco después en IDL y Matlab,
y un poco mas reciente (2014) en Python (aunque la codificacién en este lenguaje fue realizado
por Evgeniya Predybaylo). El cédigo fuente en estos cuatro lenguajes se encuentra disponible
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en GitHub?. A pesar de que estos desarrollos computacionales llevan més de 20 afos aun se
mantienen actualizados, al menos hasta diciembre de 2021, y dado que el cédigo fuente estd
disponible, garantiza hasta cierto punto una larga vida a estas implementaciones. La principal
ventaja de este implementacién computacional, a aparte de la versatilidad de que esta codifi-
cado en varios lenguajes de programaciéon — y a pesar de que un par de estos lenguajes lo son
con licenciamiento comercial y privativo, esto es, debes de tener una licencia para usar tanto
Matlab como IDL — es que es posible usar tres tipos de funciones wavelet para estimar tanto
el espectro uni-bariado como el bi-variado: Morlet, Paul y DOG. En contrapartida, su principal
desventaja es que no contemplan las correcciones debido al sesgo existente tanto en el espectro
wavelet [Liu et al., 2007] como en la coherencia de wavelet [Veleda et al., 2012]. El uso de estas
implementaciones es relativamente sencillo, en particular para las implementaciones en Matlab,
IDL y Python. Sin embargo, para el caso de la implementacién en Fortran, si bien es cierto
que en el caso de series temporales con un gran ntimero de elementos sera mas rapido que los
otros tres lenguajes, pero se requiere cierta experiencia en el uso de lenguajes compilados y
de un software externo para graficar los resultados. Desafortunadamente esto estd mas alld del
objetivo de este articulo de revisién. En la Figura 14 se reproduce la Figura 1 de [Torrence and
Compo, 1998], esto es, se presenta el espectro wavelet (via Morlet y DOG) de el Nino regién 3
(NINOS3) en términos de anomalids de temperaturas superficiales del océano (SST) [Kaplan et
al., 1998]. Se ha utilizado el cédigo en Python anteriormente mencionado y que esté disponible
en https://github.com/chris-torrence/wavelets/tree/master /wave_python aunque hemos modi-
ficado ligeramente el cédigo para adaptarlo a nuestras necesidades. Los datos cubren el periodo
desde el ano 1871 a 1996 con una frecuencia de tres datos por ano. Como se pueda apreciar la
principal caracteristica del espectro wavelet de el NINO3-SST, son los altos valores del espectro
en la banda (“periodo”) de entre 2 y 5 anos, la cual coincide con la conocida firma espectral de
el Nino, tal como apunta [Torrence and Compo, 1998].

“https://github.com/chris-torrence/wavelets
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Figura 14: Coherencias de wavelet estimadas utilizando las funciones de Morlet (arriba), Paul
(centro) y DOG (abajo) entre la NAO y las CPUE. El 4rea ensombrecida en blanco indica el
cono de influencia (COI) y es la regién del espectro wavelet en la cual los efectos de los bordes
llegan a ser importantes. Los contornos en negro son las regiones que superan el test de
significacién estadistica (> 95 % de confianza).

7.2 SOWAS

Otro de los primeros paquetes computacionales (desarrollado en 2004) para realizar anélisis es-
pectral via la transformada continua de wavelet y que utiliza la funcién de Morlet es SOWAS
(software for wavelet spectral analysis and synthesis) [Maraun and Kurths, 2004,Maraun, 2006,
Maraun et al., 2007]. SOWAS estd disponible en Matlab y en R tanto para GNU/Linux como para
Windows. La versién en R estuvo disponible como un paquete en el repositorio CRAN aunque ac-
tualmente ya no esta disponible, pero puede obtenerse (incluido el cédigo fuente) una copia tanto
en R como en Matlab desde la siguiente direccién web: https://tocsy.pik-potsdam.de/wavelets/,
donde también se incluyen los detalles para su correcta instalacién, un tutorial y documenta-
cién para su uso. Una de las principales caracteristicas de SOWAS es que incluye un test de
significacién estadistica del tipo areawise [Maraun et al., 2007, Schulte et al., 2015, Schulte,
2016a]. El cual lo convierte en uno de los pocos paquetes computacionales existentes para rea-
lizar andlisis espectral via la CWT que incluye este tipo de tests. Por otro lado, y tal como se
comentd previamente en la secciéon 5, SOWAS incluye una aproximacién analitica (relacién 45)
para determinar la significacién estadistica para el caso bi-variado (coherencia). Lo cual permite
analizar la relacién entre dos series temporales con un gran nimero de elementos en poco tiempo
debido a que no realiza simulaciones de Monte-Carlo para determinar la significacién estadistica.
Sin embargo, no corrigen el sesgo presente tanto en el espectro wavelet [Liu et al., 2007] como
en la coherencia de wavelet [Veleda et al., 2012]. En la figura 15 podemos apreciar las gréficas
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de dos series temporales que vienen incluidas en el paquete SOWAS. La primera corresponde a
el Nino 3 SST [Kaplan et al., 1998], y son los mismos datos que se presenté en la subseccién
anterior (7.1) pero cubriendo los afios desde 1856 a 2004. La segunda serie corresponde al indi-
ce desestacionalizado de todos los datos de precipitacién de la India (AIR, All Indian Rainfall
index, https://mausam.imd.gov.in/imd_latest/contents/rainfall_time_series.php y cubren el pe-
riodo 1871-2003 [Mooley and Parthasarathy, 1984]. La figura 16 muestra los espectros wavelet
para el Nifo 3 (arriba) y para el AIR (abajo) obtenidos mediante SOWAS y utilizando dos tests
de significacién estadistica, un pointwise (lineas negras delgadas) y un areawise (lineas negras
gruesas). Como se puede apreciar el resultado més evidente es que existen un gran ndmero
de puntos espectrales tiempo-escala que se consideran estadisticamente significativos en ambos
tests. Sin embargo, no todos los puntos tiempo-escala que son estadisticamente significativos
con el test pointwise lo son con el test areawise. Esto puede indicar que parte de los puntos
tiempo-escala con el test pointwise (arriba) podrian deberse al problema de la multiplicidad
o comparaciones multiples (inflacién del error tipo I) [Maraun et al., 2007, Polanco-Martinez,
2019, Polanco-Martinez, 2020]. Por lo cual, se deberia tener cierta precaucién al analizar la in-
formacién obtenida mediante un test pointwise, no sélo de los espectros estimados con SOWAS
si no también y de manera particular con otros paquetes computacionales que sélo usan un test
del tipo pointwise.
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Figura 15: Serie temporal de anomalias mensuales de el Nino 3 SST para el periodo
1856-2004 (N=1788 elementos) [Kaplan et al., 1998] (arriba). Serie temporal de los valores
mensuales del indice desestacionalizado (anomalias) de precipitacion de la India (AIR) para el
periodo 1871-2003 (N=1596 elementos) [Mooley and Parthasarathy, 1984] (abajo).
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Figura 16: Espectros wavelet via la transformada continua de wavelet utilizando la funcién
Morlet obtenidos mediante el paquete computacional SOWAS (en R) para las series Nifio 3
SST (arriba) y AIR (abajo). Los pardmetros de entrada para poder estimar los espectros son:
wsp(nino3/air, s0=0.5, noctave=5, nvoice=10, nreal=2000, units=‘‘years’’,
arealsiglevel=0.90). Donde nino3/air indican el conjunto de datos de entrada, los cuales
deben ser un objeto del tipo ts (time series). Todos los otros pardmetros han sido descritos
previamente, excepto nreal y arealsiglevel. El primero indica el nimero de simulaciones de
Monte-Carlo (2000 en estos ejemplos) y el segundo pardmetro se usa para poder ejecutar el test
tipo areawise y debe tener un valor 0.90. Esto es, el nivel de significacién estadistica es del 0.90
(90 % de nivel de confianza). Los contornos negros delgados indican los puntos tiempo-escala
que superan el test del tipo pointwise mientras que los contornos negros gruesos los puntos
espectrales que superan el test areawise. Las curvas negras indican el cono de influencia.

Por otro lado, la coherencia de wavelet (WCO) y la fase de la coherencia (WPH) entre el Nino 3
SST y el AIR se muestran en la figura 17. Como se puede observar, el resultado mas llamativo es
que los puntos espectrales tiempo-escala obtenidos tanto con el test tipo pointwise (lineas negras
delgadas) como con el test tipo areawise (lineas negras gruesas) son practicamente los mismos,
excepto la pequena area espectral situada entre los anios 1981 y 1984 y con unas escalas de entre
1.6 y 2 anos, la cual no es estadisticamente significativa al considerar el test del tipo areawise. La
explicacion mas plausible es que se deba al problema de la multiplicidad. Por otro lado, un resul-
tado que llama la atencién es que, y a pesar de que las dos series muestran una fuerte coherencia
(“correlacién) durante varios intervalos de tiempo y escalas, ninguna de las tres dreas espectrales
que superan ambos tests estan en fase. Por otro lado, no es trivial determinar que serie temporal
lidera en un determinado intervalo temporal y banda de escalas, debido a que la coherencia de
wavelet, al menos la estimada con SOWAS y con la mayoria de los paquetes computacionales, no
incluye una inferencia causal (como los test de causalidad) entre dos series temporales [Olayeni,
2016,Polanco-Martinez, 2019]. Esto complica la interpretacién de los resultados y va mas alld del
objetivo de este trabajo. Sin embargo se pueden consultar los siguientes trabajos [Torrence and
Webster, 1999, Roy et al., 2017, Schulte, 2019] para una explicacién a detalle sobre las fases desde
un punto de vista climatico y [Olayeni, 2016] donde implementan un test de causalidad inclui-
do al estimar la coherencia de wavelet aunque el software de esta herramienta no estd disponible.

7.3 Biwavelet

Biwavelet (Conduct Univariate and Bivariate Wavelet Analyses) es unos de los paquetes compu-
tacionales més populares para realizar andlisis espectral mediante la transformada continua de
wavelet y utliza las funciones de Morlet, Paul y DOG. Biwavelet esta programado en R, fue escri-
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to por Tarik C. Gouhier como un port de un paquete Matlab escrito por Aslak Grinsted [Grinsted
et al., 2004] (véase http://grinsted.github.io/wavelet-coherence/) y por Christopher Torrence &
Gilbert P. Compo [Torrence and Compo, 1998] y esta disponible en CRAN (https://CRAN.R~
project.org/package=biwavelet) y GitHub (https://github.com/tgouhier/biwavelet). A diferen-
cia de los paquetes computacionales de donde esta basado, biwavelet incluye cuatro importantes
caracteristicas: (1) posibilidad de usar tres funciones wavelet (Morlet, Paul Y DOG); (2) incluye
las correcciones para el espectro wavelet sugerido por [Liu et al., 2007] asi como las correcciones
para la coherencia sugeridas por [Veleda et al., 2012]; (3) incluye una funcién para calcular la
disimilitud entre dos o més espectros wavelet [Rouyer et al., 2008a, Rouyer et al., 2008b]; (4)
posiilidad para estimar la coherencia parcial de wavelet para tres series temporales (aunque esto
estd més alld de los objetivos de este trabajo de revisién).

Figura 17: Coherencia normalizada de wavelet obtenida mediante la transformada continua
de wavelet (Morlet) utilizando el paquete SOWAS (en R) entre las series temporales de el Nino
3 SST y el AIR. Los parametros de entrada utilizados para estimar la coherencia de wavelet
son: wco(nino3, air, s0=0.5, noctave=5, nvoice=10, sw=0.5, tw=1.5,
units=‘‘years’’, arealsiglevel=0.90). Todos estos pardmetros han sido descritos
previamente, excepto sw y tw que son los pardmetros de suavizado en el dominio de las escalas
y del tiempo, respectivamente. Es importante comentar que para poder estimar el test del tipo
areawise es necesarios que sw=0.5, tw=1.5 y arealsiglevel=0.90. Esto es, el nivel de
significacién estadistica es del 0.90 (90 % de nivel de confianza). Los contornos negros delgados
indican los puntos tiempo-escala que superan el test del tipo pointwise mientras que los
contornos negros gruesos los puntos espectrales que superan el test areawise. Las curvas negras
indican el cono de influencia.
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Para ejemplificar el uso del paquete Biwavelet se utiliza el conjunto de datos de nombre enviro.
data que estd contenido en el paquete (Figura 18). enviro.data contiene tres conjuntos de indi-
ces climaticos: el Nifio-Oscilacién del Sur (ENSO) multivariado (MEI, Multivariate ENSO Index)
[Wolter and Timlin, 2011], la oscilacién del giro del Pacifico Norte (PNGO, The North Pacific
Gyre Oscillation) [Di Lorenzo et al., 2008] y la oscilacién decadal del Pacifico (PDO, The Pacific
Decadal Oscillation) [Mantua and Hare, 2002]. Las series cubren el intervalo temporal 1950-
—2009, tienen una frecuencia mensual y pueden obtenerse de https://psl.noaa.gov/enso/mei/,
http://www.o3d.org/npgo/index.html y https://www.ncdc.noaa.gov/teleconnections/pdo/. En
la figura 19 se presentan los espectros wavelet no corregidos ante el sesgo intrinsecamente pre-
sente al estimar el espectro wavelet. Esto es, una artificial y sistematica reduccién del poder
espectral en las escalas (o periodos) mds cortas asi como un aumento del poder espectral en las
escalas més largas [Liu et al., 2007]. Por otro lado, en la figura 20 se presentan los espectros
ya corregidos mediante la ténica propuesta por [Liu et al., 2007] y que estd incluida en Biwave-
let. Los espectros wavelet fueron estimados mediante el paquete Biwavelet utilizando la funcion
wavelet de DOG (m=2), esto con el objetivo de poder analizar escalas (periodos) decadales,
los detalles computacionales estan descritos en el pie de las figuras 19 y 20. Los resultados més
visibles son: (1) la fuerte variabilidad en el espectro del ENSO en escalas entre 2 y 4 anos, lo
cual esta en concordancia con lo obtenido en las dos subsecciones anteriores y con otros trabajos
[Torrence and Compo, 1998 Wolter and Timlin, 2011]; (2) la fuerte variabilidad en los espectros
del NPGO y de la PDO en escalas mayores a los 4 afios, lo cual estd en concordancia con lo
esperado [Di Lorenzo et al., 2008, Mantua and Hare, 2002]. Por otro lado, y con lo que respecta
a las diferencias entre los espectros no corregidos y los corregidos, para este ejemplo no hay
diferencias muy notables entre los espectros corregidos y sin corregir. Finalmente, ndtese que
los puntos espectrales timepo-escala que superan los tests de significacién estadistica son inva-
riantes para ambos conjuntos de espectros (corregidos y no corregidos), tal como se comentd
previamente en este trabajo.
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Figura 18: Indices climaticos para el ENSO (arriba), el PNGO (centro) y la PDO (abajo).
Cubren el periodo 19502009 con una frecuencia mensual y cada indice contiene 720 elementos.

Finalmente, la Figura 21 muestra la coherencia normalizada de wavelet entre el ENSO y la PDO
obtenida mediante el paquete Biwavelet utilizando la funcién DOG (m=2) y teniendo en cuenta
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la correccién en la coherencia sugerida por [Veleda et al., 2012] (los detalles computacionales
se encuentran en el pie de figura). Se han utilizado los indices de el ENSO y la PDO debido a
que es bien conocida la fuerte relacién entre estos dos fenémenos y por tanto la relacién entre
sus respectivos indices, incluso la PDO es frecuentemente descrita como un patrén de variabi-
lidad climéatica similar al ENSO [Zhang et al., 1997, Mantua and Hare, 2002]. El resultado mds
evidente, el cual es esperado, es la fuerte correlacién existente entre ambos indices a diferentes
escalas e intervalos temporales donde las coherencias de wavelet estén en fase (la direccién de
las flechas son horizontales y hacia la derecha) en la mayoria de los casos. Por ejemplo, estas
fuertes coherencias tienen lugar desde escalas interanuales, entre 2 y 4 anos o entre 4 y 8 anos,
hasta escalas decadales e interdecadales (mayores a los 10 afios). Sin embargo, es importante
mencionar que al menos para las escales menores a la decadal estas fuertes coherencias entre
el ENSO y la PDO se ven interrumpidas en el tiempo a diferencia de las escalas mayores a los
24 anos donde las coherencias no estan interrumpidas en el tiempo. La explicacion de esto es
debido a que la PDO varia principalmente en escalas decadales y que el ENSO también presenta
variabilidad decadal aunque de menor intensidad que la variabilidad interanual (de entre 2 y 4
anos) [Torrence and Webster, 1999, Zhang et al., 1997, Mantua and Hare, 2002]. Por dltimo,
es importante mencionar que no se muestran las correlaciones de wavelet sin corregir debido,
al menos para este ejemplo, no hay diferencias significativas entre la coherencia corregida y no
corregida.

33erin

Figura 19: Espectros wavelet no corregidos para los indices climaticos ENSO (arriba), NPGO
(centro) y PDO (abajo). Los pardmetros utilizados para generar estos resultados son los
siguientes: wt(enso/npgo/pdo, mother="“dog”, sig.level=0.95, sig.test=0). Donde wt es la

funcién contenida en Biwavelet para estimar el espectro wavelet, enso/npgo/pdo son los datos

de entrada en formato matriz y donde los anos (primera columna) deben de estar en formato

decimal, sig.level indica el nivel de signicacién, y sig.test indica el uso de un test tipo x? para

estimar la signicacion estadistica del espectro. Las regiones sombreadas en blanco indican el
cono de influencia.
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7.4 WaveletComp

El dltimo paquete computacional que se presenta para realizar andlisis espectral uni- y bi-
variado mediante la transformada continua de wavelet es WaveletComp [Roesch and Schmid-
bauer, 2018b|. Este paquete computacional estd programado en lenguaje R, estd disponible en
el repositorio CRAN (https://CRAN.R-project.org/package=WaveletComp) y fue escrito por
Angi Rosch & Harald Schmidbauer en 2014. Es a dia de hoy uno de los paquetes méas avanzados
para realizar andlisis espectral y, ademds esta muy bien documentado. Las principales ventajas
de WaveletComp son: (1) contiene varios modelos (“ruidos de fondo”) para generar las series
surrogadas, e.g., ruido blanco, random shuffle (permuta los elementos de las series bajo estudio),
Fourier based (estima la transformada de Fourier de las series bajo anélisis y luego “randomiza”
los dngulos de la fase o las amplitudes), AR(p) y ARIMA), usadas para estimar la significa-
ci6én estadistica; (2) contiene una gran cantidad de opciones para suavizar el espectro wavelet
v la coherencia, ya sea en el dominio del tiempo o de la escala, i.e., se tienen disponibles las
siguientes ventanas o funciones de suavizado: Bartlett, triangular, boxcar, Hanning y Blackman;
(3) tienen en cuenta las rectificaciones del espectro uni-variado [Liu et al., 2007] y bi-variado
[Veleda et al., 2012]; (4) es posible reconstruir las series temporales descompuestas mediante la
transformada de wavelet; (5) proporcionan una gran variedad de opciones y versatilidad para
graficar los resultados, e.g., contienen una funcién para estimar el espectro y otra para dibujarlo.
Las unicas limitaciones hasta donde sabemos son: (1) sélo es posible usar la funcién wavelet de
Morlet; (2) debido al uso de un método intensivo como Monte-Carlo para estimar la significacién
estadistica al usar un nimero grande de simulaciones (e.g. 1000) el tiempo de proceso es relati-
vamente grande, e.g. para un par de series de 1536 elementos se tarda cerca de 25 minutos en
un ordenador portétil con un Intel core i7 utilizando un sélo procesador; (3) no incluye un test
del tipo areawise, por lo cual existirdn puntos tiempo-escala en el espectro (bi- y uni-variado)
que podrian deberse al problema de la multiplicidad.
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Figura 20: Espectros wavelet corregidos para los indices climaticos ENSO (arriba), NPGO
(centro) y PDO (abajo). Los parametros utilizados para generar estos resultados son los
siguientes: wt (enso/npgo/pdo, mother=‘‘dog’’, sig.level=0.95, sig.test=0). Donde
wt es la funcién contenida en Biwavelet para estimar el espectro wavelet, enso/npgo/pdo son
los datos de entrada en formato matriz y donde los afios (primera columna) deben de estar en
formato decimal, sig.level indica el nivel de significacién, y sig.test indica el uso de un
test tipo x? para estimar la significacién estadistica del espectro. Las regiones sombreadas en
blanco indican el cono de influencia.

A continuacién reproducimos la figura 5 de [Roesch and Schmidbauer, 2018a] que fue realizada
con el paquete WaveletComp, donde la serie temporal a estudio fue generada mediante (funcién
periodic.series) una funcién sinusoidal méas ruido Gaussiano (media cero y varianza unitaria)
con un periodo de 50 UA (unidades arbitrarias), una fase igual a cero y con 1000 elementos.
Como se puede observar el espectro wavelet (Figura 22, centro) localiza perfectamente la senal
periédica en 50 UA, aunque hay més puntos espectrales tiempo-escala que superan el test de
significacién estadistica, esto se debe al problema de la multiplicidad o multiples comparacio-
nes, y esto fue anteriormente discutido con més detalle. Otra de las funcionalidades del paquete
WaveletComp al estimar el espectro es que es posible acotar las escalas del espectro a estimar,
como en este caso se estima de las 16 UA a 128 UA. Por otro lado, en la Figura 22 (abajo) se
puede observar la reconstruccion de la serie original partiendo del resultado obtenido al aplicar
la transformada de wavelet a la serie temporal original. Ambas series son bastante parecidas, por
ejemplo, la distancia (estimada mediante la funcién CCorDistance del paquete R TSdist [Mori
et al., 2016]) entre la serie original y la reconstruida es cercano a cero (0.0224) (donde cero es el
valor que se obtiene al calcular la distancia para una misma serie temporal).



REVISTA DE CLIMATOLOGIA, VoL. 22 (2021) 85

WD no somegldo: EN3D ve. PDO

IIH I |I| i I A
Wiy

A 0.8

% 0.6

g 0.4
wi

0.2

0.0

1350 1860 1570 1380 1850 2000
Tiempo (anos)

Figura 21: Coherencia normaliza de wavelet estimada entre los indices ENSO y PDO
mediante Biwavelet y utlizando la funcién DOG (m=2). Los pardametros utilizados para generar
estos resultados son los siguientes: wtc(enso, pdo, mother=“dog”, nrands=1000, sig.level=0.95,

sig.test=0). Donde wtc es la funcién en Biwavelet para estimar la coherencia de wavelet,
nrands indica el nimero de simulaciones de Monte-Carlo y los otros tres parametros han sido
definidos previamente. Las pequenas echas indican las fases de la coherencia de wavelet.

En la Figura 23 se recrea el ejercicio presentado en [Roesch and Schmidbauer, 2018a] (Figura
30, pagina 31). El panel superior de esta figura muestra dos series sinusoidales contaminadas por
ruido Gaussiano con media cero y varianza unitaria, X e Y, y cuyo niimero de elementos de cada
serie es 1536. Es importante tener en cuenta que la serie X contiene un periodo de 64 UA para
los primeros y ultimos 384 elementos mientras que para el intervalo 385-1152 (768 elementos) el
periodo es de 128 UA. Por otro lado, la serie X en sus senales periddicas tiene una fase igual a
cero. Sin embargo, la serie Y tiene un periodo de 128 UA y una fase igual a —%ﬂ' radianes para
toda la serie. Por esta razon, es relativamente facil visualizar que durante el intervalo 385-1152 es
X quien lidera a Y, pero no es asi para los otros intervalos debido a que no es clara esta relacién
(véase figura superior y central). Es importante mencionar que el objetivo de este ejemplo es
mostrar como la correlacién cruzada de wavelet (figura central e inferior) es capaz hasta cierto
punto de determinar las relaciones que (no) estan en fase y que serie o proceso “lidera” a la otra
(siempre y cuando se conozca a priori la relacién causa-efecto de los procesos a estudio, debido
a que como anteriormente hemos comentado, la correlacién cruzada o la coherencia de wavelet
no son las herramientas adecuadas para determinar una relaciéon causa-efecto entre dos series
temporales), pero que tiene limites, y por ello es recomendable usar la coherencia de wavelet.
Como se puede observar en la Figura 24, la coherencia normalizada de wavelet si es capaz de
determinar adecuadamente en que intervalo de las series X e Y existe una relacién coherente y
en fase (flechas apuntando hacia arriba con una inclinacién de unos 45° con respecto al eje X),
lo cual permite establecer que durante el intervalo 3851152 la serie X lidera a la Y.
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Figura 22: Serie temporal sinusoidal, con un periodo de 50 UA y una fase de cero, perturbada
por ruido Gaussiano con media cero y varianza unitaria (N=1000 elementos) (arriba). Espectro
wavelet de la serie sinusoidal contaminada por ruido (centro). La linea horizontal indica la
escala o periodo de 50 UA. Las lineas de contorno indican los puntos tiempo-escala que
superan el test de significacién estadistica (95 % de confianza). Las regiones sombreadas
indican el cono de influencia. Serie sinusoidal original (en negro) y serie reconstruida (en rojo)
(abajo). Todos los pardmetros utilizados para generar esta figura se encuentran descritos en
[Roesch and Schmidbauer, 2018a] (Fig. 5, pag.s 12 y 13).
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Figura 23: Series temporales sinusoidales perturbadas con ruido Gaussiano con media cero y
varianza unitaria (N=1536 elementos) X e Y (arriba) (ver texto para més detalles de como se
han creado las series X e Y). Correlacién cruzada de wavelet estimada entre las series X e Y
(centro y abajo). Las lineas de contorno indican los puntos tiempo-escala que superan el test
de significacién estadistica (95 % de confianza). Las regiones sombreadas indican el cono de
influencia. Las pequenas flechas indican las fases de la coherencia. La figura inferior fue
realizada limitando el area de las flechas de las fases donde las transformdas de wavelet de X o
de Y muestran significacion estadistica para delimitar los artefactos que aparecen en la figura
central utilizando la opcién which.arrow.sig=‘‘wt’’. Todos los pardmetros utilizados para
generar esta figura se encuentran descritos en [Roesch and Schmidbauer, 2018a] (Fig, 30).

8. Perspectivas de futuro

En este trabajo de revisién se han presentado los principales principios matematicos y compu-
tacionales de una de las técnicas mas usadas en el procesamiento de senales, esto esto, el analisis
espectral via la transformada continua de wavelet para los casos uni- y bi-variado. Se cubren
las tres principales funciones wavelet utilizadas en el analisis espectral de wavelet: Morlet, Paul
y DOG. Asi como también se presentan las dos principales pruebas de significacién estadistica
tanto para el espectro wavelet como para la coherencia normalizada de wavelet: pruebas del tipo
pointwise y pruebas del tipo areawise. La primera estd basada en comparar cada punto tiempo-
escala del espectro con respecto a un cierto nivel de confianza, por esta razon los test del tipo
pointwise no estan libres del problema de la multiplicidad o comparaciones multiples. Mientras
que los test del tipo areawise no sélo tienen en cuenta a la vez un determinado punto espectral
tiempo-escala, también tienen en cuenta los puntos espectrales vecinos, por esta razén son mas
versatiles para manejar de manera méas adecuada el problema de la multiplicidad aunque no
consigan eliminarlo por completo. Por otro lado, también se discuten y se proporcionan solu-
ciones estadistico-computacionales al problema del sesgo del espectro wavelet tanto para el caso
uni-variado [Liu et al., 2007] como para el bi-variado [Veleda et al., 2012]. También se presentan
ejemplos del uso de estas técnicas con datos reales y se ejemplifica el uso de los principales
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paquetes computacionales que estdn disponibles, de manera particular los que estan libremente
distribuidos.
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Figura 24: Coherencia normalizada de wavelet estimada entre las series temporales X e Y.
Las lineas de contorno indican los puntos tiempo-escala que superan el test de significacién
estadistica (95 % de confianza). Las regiones sombreadas indican el cono de influencia. Las
pequenas flechas indican las fases de la coherencia. Todos los parametros utilizados para
generar esta figura se encuentran descritos en [Roesch and Schmidbauer, 2018a] (Figura 31).

Respeto a las perspectivas de futuro del andlisis espectral via la transformada continua de wa-
velet consideramos de importancia comentar los tres siguientes avances a tener en cuenta en los
proximos anos. En primer lugar, ir méas alla del anélisis bi-variado al multi-variado. Aunque en
este articulo de revisién se coment6 de la existencia de una metodologia [Ng and Chan, 2012] y
su implementaciéon computacional (Biwavelet) [Gouhier et al., 2019] para el caso tri-variado (la
coherencia parcial de wavelet y la coherencia multiple de wavelet). Sin embargo, esta herramien-
ta sélo estd disenada para el caso tri-variado. Afortunadamente existen otras implementaciones
para el caso multi-variado, e.g., [Aguiar-Conraria and Soares, 2014, Soon et al., 2014, Hu and
Si, 2016, Velasco-Herrera et al., 2017, Chavez and Cazelles, 2019, Oygur and Unal, 2020]. Sin
embargo, de todas estas técnicas de andlisis espectral de wavelet las tinicas que disponen de una
implementaciéon computacional que estan disponibles son: [Aguiar-Conraria and Soares, 2014]8,
[Chavez and Cazelles, 2019)°, y [Oygur and Unal, 2020]'°. Por lo que quizé la razén del porque
no es tan comun el uso del caso multi-variado no sélo se debe a que no existen un gran nime-
ro de paquetes computacionales libremente disponibles en Internet y bien documentados, si no
también a que estas técnicas han sido desarrolladas hace relativamente poco tiempo. El segundo
punto a considerar estd relacionado con el hecho de que la correlacion cruzada de wavelet o la
coherencia normalizada de wavelet para el caso bi-variado y la correlacién multiple de wavelet y
la coherencia parcial de wavelet para el caso multivariado, no son herramientas adecuadas para
determinar una relacion causa-efecto entre dos o mas variables a estudio. Por lo que es altamente
recomendable el uso y desarrollo de tests de causalidad tipo Granger-Geweke (véase [Granger,
1969,Dhamala et al., 2018]) incluidos de manera intrinseca al estimar el espectro wavelet bi-
o multi-variado [Dhamala et al., 2008]. Por ejemplo, unos de los pocos trabajos que existen a
dia de hoy donde se desarrollan estas técnicas para el andlisis espectral de wavelet para el caso
bi-variado (coherencia) es [Dhamala et al., 2008] y de manera particular [Oygur and Unal, 2020].
Desafortunadamente, hasta donde sabemos aun no existen desarrollos para el caso multi-variado
y las implementaciones computacionales del caso bi-variado no estdn disponibles, por lo cual esto
impide su uso hasta cierto punto. Por ello es importante desarrollar implementaciones compu-
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tacionales de estas técnicas y que sean de libre acceso. El tercer punto estd relacionado con el
uso y desarrollo de técnicas de andlisis espectral de wavelet para el caso cuando las series tem-
porales a estudio son irregulares o no estan equiespaciadas temporalmente. Actualmente existen
una gran cantidad de técnicas para andlisis espectral de wavelet mediante la transformada con-
tinua de wavelet y sus respectivas implementaciones computacionales, como todas las técnicas y
paquetes computacionales presentados en este trabajo de revision, pero estan limitadas para el
caso de cuando las series temporales a estudio son regulares. Sin embargo, en muchas dreas de
las ciencias e ingenieria las series temporales no siempre estan equiespaciadas temporalmente. Es
cierto que en muchos casos la interpolacién puede utilizarse para convertir estas series irregula-
res en regulares para después estimar el espectro wavelet. Sin embargo, la interpolaciéon implica
un conocimiento previo del comportamiento de la variable a estudio y suaviza los datos de tal
modo que al calcular el espectro puede suprimir informacion espectral en las altas frecuencias,
por lo cual la interpolacién deberfa evitarse [Schulz and Stattegger, 1997, Schulz and Mudelsee,
2002, Polanco-Martinez, 2012, Polanco-Martinez, 2014]. Otra solucién consiste en usar técnicas
de andlisis espectral de wavelet via la transformada continua especialmente disenadas para poder
trabajar directamente con series irregulares. A pesar de que existen muy pocas, algunas excep-
ciones son los wavelets de Foster o transformada Z de wavelet por pesos [Foster, 1996], la cual
permite estimar el espectro wavelet uni-variado mediante la funcion Morlet. Algunas extensiones
de esta metodologia pueden encontrarse en [Witt and Schumann, 2005] o en [Polanco-Martinez
and Faria, 2018]. Mucho més recientemente [Lenoir and Crucifix, 2018] presentaron nuevos de-
sarrollos para estimar el espectro wavelet caso uni-variado para series irregulares, incluido un
paquete computacional en https://github.com/guillaumelenoir/WAVEPAL, y es sin lugar a du-
das a dia de hoy la implementacién estadistica-computacional mas avanzada sobre este técnica.
Sin embargo, aun no existe un desarrollo similar para el caso bi-variado y mucho menos para
el multi-variado, y mas aun, que tengan en cuenta la direccién de causa-efecto entre dos o méas
series temporales analizadas. Lo cual implica que queda un largo camino por recorrer y gran
reto a superar.
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